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Im,i − Is,i, (1)
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其中 Im,i是离子 i的电流密度 (规定向外为正)，Is,i是刺激电流密度，d是电缆圆截面的直径。
为了使系统封闭，要加上一个与电势差相关的方程




































Ci(x, 0) = Ci,0(x), V (x, 0) = V0(x), ∀ x ∈ Ω, (4)
和边界条件
Ci(x, t)|∂Ω = Ci,0(x)|∂Ω, V (x, t)|∂Ω = V0(x)|∂Ω, ∀ t ∈ I, (5)









(t− τ)1−α , ∀ t ∈ [0, T ].
我们考虑K+和Na+两种离子的情形，即 i = K+, Na+。下面描述的方法可以直接应用到
多种离子情形。这两种离子的膜通量如下[6]
Im,Na+ = gNam
3h(V − VNa), Im,K+ = gKn4(V − VK),




= αm(1−m)− βmm, dndt = αn(1− n)− βnn,
dh
dt




exp(V +2510 − 1)
, αn =
0.01(V + 10)
exp(V +1010 − 1)




















变量 参数/量纲 变量 参数/量纲
t ms Cm 1.0µF/cm
2
x cm R 8.3J/mol · k
Ci mM F 9.6485× 107mc/mol
V mv T 293K
νNa 3.47× 10−8cm2/ms Is,Na 0.005µa
νK 5.11× 10−8cm2/ms Is,K 0.005µa
VNa 115 mv CNa,0 12 mmol/L

























Im,i − Ĩs,i, i = K+, Na+,

















对于给定的正整数M > 0，令 tn = n∆t, n = 0, 1, · · · ,M，其中时间步长∆t = TM。那么对



















(tn+1 − τ)1−αdτ + rn+1α


























+ rn+1α , (7)
这里 bj = (j + 1)1−α − j1−α, β0 = 1∆tαΓ(2−α) , rn+1α 为截断误差项。
引理1[8] 格式 (7)的截断误差为
rn+1α ≤ O(∆t2−α).























− β0bnV 0 + 4
dFzi
(2Inm,i − In−1m,i )− Ĩn+1s,i , i = K+,Na+,





(Cn+1i − C0i )zi,
(8)
其中V n+1逼近V (x, tn+1), Cn+1i 逼近Ci(x, tn+1), V
























































Y n+1i = β0
n−1∑
j=0
(bj − bj+1)Cn−ji + β0bnV 0 −
4
dFzi
(2Inm,i − In−1m,i )− Ĩs,i ,






取K + 1个点，从左到右依次编号为 a = a0 < a1 < · · · < aK = b，这样区间Λ就被分成K个
互不相交的子区间Λk = (ak−1, ak)，它们满足Λ =
⋃K
k=1 Λk。定义 Λ̂ = (−1, 1)为参考区间，显
然存在一个从 Λ̂到Λk的一一映射Fk









令逼近空间VN = PKN (Λ) ∪ H10 (Λ)。我们考虑问题 (9)的Galerkin谱离散如下，求Cn+1i,N ∈














































Y n+1i,N = β0
n−1∑
j=0
(bj − bj+1)Cn−ji,N + β0bnV 0 −
4
dFzi
















(uv) ◦ Fk(r) lk2 dr ≈
N∑
i=0
(uv) ◦ Fk(ξi) lk2 ωi.
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ξi − ξj , i = 0, 1, · · · , N.













, x ∈ Λk, i = 0, 1, · · · , N, k = 1, · · · ,K.
因此hki (ξ
k




































i (x), i = K
+,Na+,
第2期 李娴娟，许传炬：分数阶Nernst-Planck方程的有限差分/谱元法求解 213
代入 (11)，并让检验函数WN取遍所有的hkj (x), j = 1, · · · , N − 1, k = 1, · · · ,K，我们得到一
个非线性方程组
Mci + DT EiDci + DT GiPiDv = yi, i = K+,Na+,











1), · · · , Cn+1i,N (ξ1N ), · · · , Cn+1i,N (ξKN )
)T









1), · · · , V n+1N (ξ1N ), · · · , V n+1N (ξKN )
)T
,














0 , · · · , Y n+1i,N (ξ1N )ω1N , · · · , Y n+1i,N (ξKN )ωKN
)T
.
M, Qi, Ei, Gi为 ((N + 1)K)× ((N + 1)K)阶对角矩阵，即
M = diag(Mk), Mk = diag(β0ωki ), k = 1, · · · ,K, i = 0, · · · , N,






























D为 ((N + 1)K)× ((N + 1)K)阶块对角矩阵，即




i ), k = 1, · · · ,K, i, j = 0, · · · , N.
方程 (12)是一个非线性非对称系统，我们用 Jacobian-free Newton-Krylov方法[9]求解。为
了便于应用该方法，重新写方程 (12)如下
Fi(u) := Mci + DT EiDci + DT GiPiDv − yi = 0, i = K+, Na+,
Fv(u) := Mv −
∑
i







用 Jacobian-free Newton-Krylov方法解非线性系统 (12)的过程如下。








































































































i )), k = 1, · · · ,K, i = 0, · · · , N。
最后，我们根据
u(m+1) = u(m) + ωδu,
校正得到u(m+1)。因子 0 < ω ≤ 1是用来全局化上述迭代法的收敛性，最简单选择ω的准则是
使非线性残量减小，即
∥∥F(u(m+1))∥∥ < (1− λω)∥∥F(u(m))∥∥.




























V = t1.2 sin(πx/3), C1 = t2 sin(πx), C2 = t1.6 sin(2πx/3).
首先，我们考察空间方向上的误差。为此，先固定∆t = 0.0001，使得时间方向上的误差足
够小。取α = 0.9, K = 1，我们考察C1和V 在空间方向上的L2和H1范数误差的衰减情况。









































数K = 1，这样空间方向上的误差可以忽略不计。分别取α = 0.6, 0.9，在图 2 (a)-(b)中，




中，我们计算Ci,0−Ci, V0−V 的值，从而考察离子浓度和膜电位基于静息状态Ci = Ci,0, V =
V0时的变化情况。为了使Ci,0 − Ci, V0 − V 满足齐次边界条件，在计算中我们选取足够大的计
算区域Ω = (−4, 10)，并将其平均剖分为 14 (K = 14)个单元，每个单元用 25 (N = 25)阶多项
式来逼近，使得当在x = 0点注入电流时，其位置恰好在第四个单元和第五个单元交点处，有
足够多的点来模拟刺激电流 Is。



































Line of slope 1.1
(a) (b)
图 2: 误差随∆t的变化情况
当α = 1.0时，分数阶N-P方程 (6)简化为传统的N-P方程 (1)-(2)。我们采用二阶的向后差
分/谱元法格式对N-P方程数值求解。图 3是Qian[2]在时间上用一阶差分，空间上用中心差分
对N-P方程数值求解的结果。取时间步长∆t = 10−2，图 4 (a), 4 (e)描述了神经细胞中的膜电
位在空间方向上和时间方向上的传导。两者吻合很好。
当 0 < α < 1时，我们采用本文所提出的 2 − α阶有限差分/谱元法格式求解分数阶N-
P方程，研究神经细胞中离子反常扩散时膜电位在时间和空间方向上的传导情况。由于
膜电位的传导速度随α的减小而加快，这就意味着V n+1与V n的差值随着α的减小而变
大，而我们把 tn步的计算结果V n作为用Newton迭代法求解V n+1的初始值，所以为了保
证Newton迭代法的收敛速度，当α减小时，取较小的时间步长∆t = 10−3。我们分别取α =
0.9, 0.8, 0.7，图 4 (b)-(d)中描绘了在x = 0, 1, 2, 3不同位置膜电位随时间变化的传导情况，
以及图 4 (f)-(h)中描绘了在 t = 0.5, 1.0, 2.0, 3.0不同时刻膜电位随空间变化的传导情况。从
图 4 (a)-(h)中，我们看到神经细胞中离子反常扩散时膜电位的传导速度随α的减小而加快。
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A Finite Difference/Spectral Element Method for the Fractional
Nernst-Planck Equation
LI Xian-juan, XU Chuan-ju
(School of Mathematical Sciences, Xiamen University, Xiamen 361005)
Abstract: The Nernst-Planck equation describes the flux of ions (for example, calcium, potassium,
sodium, chloride, and magnesium etc.) through a diffusive membrane under the influence of both
the ionic concentration gradient ∇C and electric potential ∇V . However, numerical approximations
to the Nernst-Planck equation suffer from several difficulties. In this paper, we first briefly recall
the derivation of the fractional Nernst-Planck equation in a cable-like geometry, which describes the
anomalous diffusion in the movement of the ions in a neuronal system. Then a method combining
finite differences in time and spectral element methods in space is proposed to numerically solve the
underlying problem. The detailed construction and implementation of the method are presented. Our
numerical experiences show that the convergence of the proposed method is exponential in space and
(2 − α)-order in time. Finally, a practical problem with realistic physical parameters is simulated to
demonstrate the potential applicability of the method.
Keywords: fractional Nernst-Planck equation; spectral method; finite difference method; Newton-
Krylov iteration
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